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Kosmologie

Kosmos
griech. koo pog, Weltall; Schmuck, Ordnung.
Grundlegende Fragen der Kosmologie
m Woraus besteht das Universum?
m Ist das Universum unendlich oder endlich ausgedehnt?
m Gibt es einen Beginn des Universums?

m Wird das Universum jemals aufhdren zu existieren?
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Olbers Paradoxon

Olbers Paradoxon (1826)

Warum ist der Nachthimmel dunkel? Da es uberall im Universum
Sterne gibt, miisste jede Blickrichtung auf einer Sternoberflache
enden, und der Himmel ware Sonnenhell

Annahmen:

m Anzahldichte n der Sterne und Leuchtkraft L im ganzen
Universum konstant

m Das Universum ist unendlich groB
m Das Universum ist unendlich alt
m FluB gegeben durch f o< 1/r?
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Homogenes und isotropes Universum

Definition (Kosmologisches Prinzip)
Das Universum ist isotrop und homogen auf groBen Skalen.

Definition (homogen)
Es gibt keine bevorzugten Orte im Universum; es sieht von jedem
Punkt aus betrachtet gleich aus

Definition (isotrop)
Es gibt keine bevorzugten Richtungen im Universum

GroBe Skalen: > 100Mpc (GroBe der Supercluster and der groBen
Leeren)
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2dF Galaxy Redshift Survey

2dF Galaxy Redshift Survey P

704

10/48



Hubble Gesetz

Definition (Rotverschiebung)

Fundamentale Beobachtung: Bis auf wenige Ausnahmen entfernen
sich alle Galaxien von uns.
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Hubble Gesetz

Hangt die Rotverschiebung von der Entfernung ab?

Hubble Diagramm im Original
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Hubble Gesetz

Hubble Gesetz

nichtrelativistische
Dopplerverschiebung: z = v/c

V:Hor

Hubble Konstante

Ho = (70 + 7)km/s/Mpc
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Hubble Gesetz

Hubble Zeit

Falls die relativen Geschwindigkeiten der
Galaxien konstant waren, gibt es eine
Zeit, in der sich alle auf einem Punkt
befanden .

r —1
th=—=— = H
0 v Hor g

= (14.0 £ 1.4)Gyr

Das Universum kann jlinger sein
(Gravitation verlangsamt die
Ausdehnung) oder dlter (kosmologische
Konstante beschleunigt die
Ausdehnung)
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Hubble Gesetz

Hubble Entfernung

C
dH:CtO:ﬁo

= (4300 £ 400)Mpc

dy definiert eine natiirliche
Entfernungsskala, es ist die groBte
Entfernung die ein Photon wihrend der
bisherigen Lebenszeit des Universum
zuriicklegen kann
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Hubble Gesetz

Zwei Erklarungsversuche:
m Big Bang Modell
m Steady State Modell
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T W WMAP 5-year
200 T(uK) +200
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Kosmische Hintergrundstrahlung

To = 2.725 + 0.001K (Schwarzkorperstrahlung)
€44.17-1071*J/m3 (Energiedichte)

ny, =4.11-10% /m3 (Anzahldichte Photonen)
(E) = 6.34-10"*eV (mittlere Energie)
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Hubble Gesetz

Erklarungsversuch:
m Big Bang Modell
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Robertson-Walker-Metrik

18/48



Geometrie eines Universums

Auf kosmologischen Skalen ist die Gravitation die dominierende
Kraft.
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Geometrie eines Universums

Auf kosmologischen Skalen ist die Gravitation die dominierende
Kraft.

Newton:
Masse sagt der Gravitation wie eine Kraft ausgeiibt wird
(F = —Gma/r?)
Die Kraft sagt der Masse wie sie sich zu beschleunigen hat
(F = ma)

Einstein:
Masse/Energie sagt der Raumzeit wie sie sich zu kriimmen hat
Die gekrimmte Raumzeit sagt der Masse/Energie wie sie sich
bewegen soll
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Robertson-Walker Metrik

Definition (Minkowski Metrik)

Spezielle Relativitatstheorie: Die Raumzeit ist flach.
ds? = —c?dt? + dr? + r2dQ?

mit dQ2 = d6? + sin’ 0d 2.
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Robertson-Walker Metrik

Howard P. Robertson Arthur G. Walker
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Robertson-Walker Metrik

Metrik fiir ein homogenes, isotropes Universum, in dem sich
Entfernungen als Funktion der Zeit dndern kdnnen

Definition (Robertson-Walker Metrik)
ds® = —c?dt? + a(t)? [dr* + S.(r)?dQ?]

Rosin(r/Ry) k=41
Se(r)=1<r k=0
Rosinh(r/Ry) k= -1
dQ = d6? +sin? 0d¢?.
a(t) Skalenfaktor
k € {—1,0,1} Kriimmungskonstante

Ro Kriimmungsradius

(r,8,¢) kovarianten Koordinaten unabhangig von der Zeit.
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Robertson-Walker Metrik

Licht bewegt sich entlang einer Geodite mit ds? = 0. In einem
homogenen, isotropen Universum gibt es keinen Grund fiir
d¢ #0,d6 £ 0. Also:
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dt

c—— =dr

a(t)
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Robertson-Walker Metrik

Licht bewegt sich entlang einer Geodite mit ds? = 0. In einem
homogenen, isotropen Universum gibt es keinen Grund fiir
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Robertson-Walker Metrik

Entfernung, die das Licht in der Zeit von t. bis t; zuriickgelegt
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Robertson-Walker Metrik

Entfernung, die das Licht in der Zeit von t. bis t; zuriickgelegt

hat
ro
r:/ Ldt
e, a(t)

L~ dl = cdt
LA alt) . alko)
a(ty — dt) a(tp) — adt (to)
alL
=z ——

25 /48



Robertson-Walker Metrik

Entfernung, die das Licht in der Zeit von t, bis ty zuriickgelegt

hat
ro
r:/ Ldt
te a(t)

L ~ dl = cdt
z = 73(1‘) — 1= 73(%)_ — 1= 3(to) dt
a(ty — dt) a(tp) — adt (to)

alL

> Z X ——

ac

Hubble Parameter

Ho= 2
a

t=tp
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Friedmann Gleichungen
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Friedmann Gleichung: Motivation

Gravitationsbeschleunigung an
der Oberflache einer homogenen
Kugel mit Masse Ms und Radius
Rs(t):
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Friedmann Gleichung: Motivation

Gravitationsbeschleunigung an

der Oberflache einer homogenen ER 2 _ GM; Y
Kugel mit Masse Ms und Radius 2 ¢ Rs(t)
—
RS( t) : Ekin _Epot
- GM;,
Rs = —
T Rs(t)?

. GM.
[ Rt~ [ g e
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Friedmann Gleichung: Motivation

Gravitationsbeschleunigung an

der Oberfliche einer homogenen 1s2  GMs iy,
Kugel mit Masse Ms und Radius 2 ¢ Rs(t)
M~ ——
Rs(t): Exin —Epor
Rs = TR(2)? mit Ms = 4x/3p(t)Rs(t)> und

Rs(t) = a(t)Ro:
/ésdt:/— GMs dt
%Rgé = %”G/?gp(t),—;(t)2 + U
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Friedmann Gleichung: Motivation

Gravitationsbeschleunigung an

der Oberfliche einer homogenen 1s2  GMs iy,
Kugel mit Masse Ms und Radius 2 ¢ Rs(t)
M~ ——
Rs(t): Exin —Epor
> GMS . 3
Rs = TR(2)? mit Ms = 4x/3p(t)Rs(t)> und

. GM, Rs(t) = a(t)Ro:
/Rs dt = /—2 dt
EROa = ?GROp(t)a(t) + U

teilen durch R3a?/2 ergibt:
Friedmann Gleichung (in Newton Form)

a\? _8rG 42U 1
a) ~ 37 R2 a(t)?
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Friedmann Gleichung: relativistisch

Friedmann Gleichung (in Newton Form)

a\*_8rG 42Ut
a) — 37 R2 a(t)?
Friedmann Gleichung (in relativistischer Form)

a\“~ 8nG k2 1

(5>2 “ 32 R Ay
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Friedmann Gleichung

3c2
=T H(#)?
87 G (1)

€ > €qrit POSitive, € < €t negative Krimmung.

H:0<:>6crit:

Definition (Dichteparameter)

a(r) =

€crit
it.0 = (5200 + 1000)MeV/ NEL
€crit,0 = ev/m ~ 2001
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Energieerhaltung

dQ = dE + pd\_/ =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen
Universum. = E+ PV = 0.
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Energieerhaltung

dQ = dE + pd\_/ =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen
Universum. = E+ PV = 0.

Rs(t) = a(t)Ro E(t) = V(t)e(t)
V(t) = SrR3a(1)?
V(t) = g R3(32%3) = V <3Z>
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Energieerhaltung

dQ = dE + pdV =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen

Universum. = E + PV =0.

m

= a(t )Ro

E(t) = V(t)e(t)
E(t) = Vé+ Ve
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Energieerhaltung

dQ = dE + pdV =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen

Universum. = E + PV =0.

m

= a(t )Ro

E(t) = V(t)e(t)
E(t) = Vé+ Ve

— Vv <é+3ae)
a
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Energieerhaltung

dQ = dE + pd\_/ =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen
Universum. = E+ PV = 0.

Rs(t) = a(t)Ro _E(f) = V(f)e(_t)
V():g R3a(t)? E(t)= Vet Ve

. . a
V(t) = g R3(3a%3) = V <3Z> =V <6+ 336)

'E+P\'/:0<:>v<é+3ze+3zp> —0
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Energieerhaltung

dQ = dE + pd\_/ =0, _da S =4dQ/T =0 im homogenen, isotropen
Universum. = E+ PV = 0.

Rs(t) = a(t)Ro _E(f) = V(’-‘)E(_t)
V():g Roa() E(t):\/é-i-\/e.

. . a
V(t) = g R3(3a%3) = V <3Z> =V <6+ 336)

E+PV=0sV <é+3ze+3zP> =0
Energieerhaltung

N
é+§(e+P):0
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Beschleunigungsgleichung

a\*_8nG (t)_“_gL |-
a) T3¢ R2 a(t)?
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Beschleunigungsgleichung

a\? 8rG ke? 1 )
- |
a 3¢ R a(t)
8rG e
-2 2
=——e¢(t)a(t)” — —
3c? R?
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Beschleunigungsgleichung

a 2_87rG (1) kc? 1 } 2
a) 32° R2 a(t)?
2

2250 aey - |2
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Beschleunigungsgleichung

a 2_87rG (1) kc? 1 } 2
a) 32° R2 a(t)?
8rG kc? d
2 orG 2 kC”
32 (020"~ T dt
35— 3”; (éa° + 2cad) | 223
a 4nG /.a
2738 (65 + 26) )ef = —-3(e+ P)
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Beschleunigungsgleichung

a\> 8rG ke? 1 )
— (t) — 727 } -a
a) 3¢ RZ a(t)?
8rG kc? d
2_0TC 2 kC” a
32 )~ % g
.. G . , . .
233= 32 (€a® + 2¢aa) |: 222
a 4nG .a
5 @ <€*+26> )6; —*3(€+P)
Beschleunigungsgleichung
a 47TG
2= P
5= 32 ——(e+3P)
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Zustandsgleichungen

P = P(e). Betrachte den linearen Fall: P = we
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Zustandsgleichungen

P = P(e). Betrachte den linearen Fall: P = we

nichtrelativistische
Zustandsgleichung

m |deales Gas:
PV = NKkT < P = p/ukT.
Energiedichte: € ~ pc?

| | NPE

B mit ,u<v2> =3KT
P(e) fiir nichtrel. Gas

(v*)

Prenrel — ?enonrel ~0
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Zustandsgleichungen

P = P(e). Betrachte den linearen Fall: P = we

nichtrelativistische
Zustandsgleichung
m |deales Gas:
PV = NKkT < P = p/ukT.
Energiedichte: € ~ pc?

T relativistische
B P~ 5S¢ .
ez Zustandsgleichung
m mit p(v?) =3KT m (v?) =~ c?
P(e) fiir nichtrel. Gas P(e) fiir rel. Gas
v2 1
W el = <372>€nonrel ~0 = §€rel
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Friedmann Gleichungen

Friedmann Gleichung Zustandsgleichung
Energieerhaltung
€+ ?(e +P)=0

Beschleunigungsgleichung

a 4G
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Friedmann Gleichungen

Friedmann Gleichung Zustandsgleichung
3 2 _ 811G (t)—H—Cz 1 Jrﬁ P — we
a) =~ 3c2 R2 a(t)? 3

Energieerhaltung

é+3?a(e+P):0

Beschleunigungsgleichung

a 47 G

Py 2(6+3P)
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Friedmann Gleichungen

Friedmann Gleichung Zustandsgleichung
N 2 2 2
a _87TG © _ kC 1 P:we(w/\:—]_)
(a) ~ 3¢? <G(t)+87TGA> R2 a(t)?

Energieerhaltung fiir A

2

c
Pr=—en=——N
A A 8rG
Beschleunigungsgleichung
. 4
3 _ 4G | 3py

a 3¢?
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€(t)

Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:

eZew, P:ZP :ZW%

w
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€(t)

Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:

eZew, P:ZP :ZW%

w
Die Energieerhaltung gilt fiir jede Komponente, solange keine

Wechselwirkung zwichen ihnen besteht

~ =~
v+ —(ew+ P ) =0 Vw
A
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€(t)

Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:
SO S
w w w
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3 weyw,
ot e+ P ) =0 W
A
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Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:

eZew, P:ZP :ZW%

w

Die Energieerhaltung gilt fiir jede Komponente, solange keine
Wechselwirkung zwichen ihnen besteht

) Wey
E(ew + P )=0 Yw
A

(14w)ew

€u +
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€(t)

Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:
SO S
w w w

Die Energieerhaltung gilt fiir jede Komponente, solange keine
Wechselwirkung zwichen ihnen besteht

. 33 ~
bw+ —(ew+ P )=0 Yw
A
(14w)ew
de,, dal
FTRR T SR
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€(t)

Mehrere Beitrdge zur Energiedichte:
SO S
w w w

Die Energieerhaltung gilt fiir jede Komponente, solange keine
Wechselwirkung zwichen ihnen besteht

. 33 ~
v+ —(ew+ P ) =0 Vw
A
(14w)ew

de,, dal
FTRR T SR
Jo - 31 40)%
€w a
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—3(1+w)Z & In(e,) = —3(1 + w) In(a) &

€w(a) = €up- g~ 3(1+w)
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9o — —3(1+w)%2 & In(ey) = —3(1 +w)In(a) &

ew(a) = €,,0" 3_3(1+w)

em(t) (nichtrelativistische Materie, w = 0)

em(a) = €mo- a3
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9o — —3(1+w)%2 & In(ey) = —3(1 +w)In(a) &

€w(a) = €up- g~ 3(1+w)

em(t) (nichtrelativistische Materie, w = 0)

em(a) = €mo- a3

e,(t) (Strahlung (relativistische Materie), w = 1/3)

er(a) =€rp- a*

ec(t) (Kosmologische Konstante A, w = —1)

€c(a) = const

35/48



m Die Energiedichte von Materie nimmt mit 1/a° ab:

€m = nE = n(mc?) o a3

36 /48



m Die Energiedichte von Materie nimmt mit 1/a° ab:

€m = nE = n(mc?) o a3

m Die Energiedichte von Strahlung nimmt mit 1/a* ab:
E=hc/Aoxal alsoe, =n(hc/A) xa3atoca?

36 /48



m Die Energiedichte von Materie nimmt mit 1/a° ab:

€m = nE = n(mc?) o a3

m Die Energiedichte von Strahlung nimmt mit 1/a* ab:
E=hc/Aoxal alsoe, =n(hc/A) xa3atoca?

Aber Photonen werden standig erzeugt oder zerstort!

= €Sternenlicht/€cma ~ 0.1
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Dichteparameter

Dichteparameter Materie
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Dichteparameter

Dichteparameter Materie

QmO ~ 0.3

Dichteparameter Strahlung

Q0~84-107°
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Dichteparameter

Dichteparameter Materie

QmO ~ 0.3

Dichteparameter Strahlung

Q0~84-107°

Dichteparameter A

Q/\70 ~ 0.7

37/48



Einfache Universen

38/48



Einfache Universen

Friedmann Gleichung:

.2 87TG ZE 0 _1 3w o K/CZ
w 2
RO

39/48



Leeres Universum (2 < 1)
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Leeres Universum (2 < 1)

In einem leeren Universum gibt es keinen Beitrag zu e:

.2 871G KC?

=3z - "
2 Kc?
RS

{const und Kk =0

= und Kk = —1

mit tp = Ro/C = Ho_l.
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Flaches Universum (xk = 0,w # —1)
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Flaches Universum (xk = 0,w # —1)

52 SWGZEwO —1-3w q 2:87TG60
to 3c?
3= 87rGeoa*1*3“’ 1 c?
3c? to = ——
14+wl\ 67Geg
Ansatz: a(t) = (t/tp)? 2
= _H!
3(1+w) °

)(1+3w)q

q? <t>2q2 _ 87Geg <t
tg to 3c? to mit Hyp = 3l
Exponentenvergleich

2g—2=—(1+4+3w)q
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Flaches Universum (xk = 0,w # —1)

32 — 87TGZ€«;0 -1-3w

_ 8nG
- 3¢2

—1-3w

é2 €oa

Ansatz: a(t) = (t/to)?

q2 t 2q-2 B 87Gey [ t —(1+3w)q

tg to 3¢ to

Exponentenvergleich
2g—2=—(1+4+3w)q

g 2 N 87TG€0
to 3¢

. 1 c?
T 1w 67 Geg
2
== _H!
314+w) ©
mit Hy = HPe
a(t), k =0,w # —1

¢ 2/(3+3w)
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Flaches Universum (k =

3c2
2 87TG€/\
3¢

) 387G .
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2 _ 87TG€/\

a2
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Flaches Universum (k =

3c?

éz . 87TG€/\
~ 3¢2

5= 87TG6/\ 3
V3¢
N—_——

Ho

) 387G .
2 Zﬁw,oa 1-3w
w

32

a(t) firk =0,w = -1
a(t) = efo(t=t)

Ein A-Universum ist unendlich alt.
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Realistischere Universen
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Realistischere Universen
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Realistischere Universen

87TG 1-3w K2

2 —
Al = Ral1)?

2
zum Zeitpunkt t = tg gilt £ R = 8(90 -1)

H2
a(to)Q(Qo —-1)

87 G 13w
iH(t)zZ?ZEW’OQ 1=3w

44 /48



Realistischere Universen

87TG

2
1-3w k€

R2a(t)?

H( )2 €,,08
2
zum Zeitpunkt t = tg gilt £ R = 8(90 -1)

8rG H?
2 _ —1-3w 0
= H(t) = ? Zew,oa a(t)2

H> Qo Qmo 1 —Q
3

(20 -1)

= =
Hg a*

44 /48



Realistischere Universen

87TG

2
1-3w k€

R2a(t)?

H( )2 €,,08
2
zum Zeitpunkt t = tg gilt £ R = 8(90 -1)

8rG H?
2 _ —1-3w 0
= H(t) = ? Zew,oa a(t)2

H> Qo Qmo 1 —Q
3

(20 -1)

= =
Hg a*

44 /48



Realistischere Universen
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H> Qo Qmo 1 —Q
= ,_Tg A 3
Q Q 1/2
= HO_1 = |: ar270 m,0 2 Qo)
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Materie und Kriimmung
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Materie und Kriimmung
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Materie und A (x = 0)
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Materie und A (x = 0)
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Materie und A (x = 0)
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Motivation der Robertson-Walker Metrik
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Motivation der Robertson-Walker Metrik

m Riumliche Isotropie impliziert
Kugelsymmetrie

m Allgemeines raumliches Linienelement in
einem expandierenden Universum
ds = dr? + S(r)(d6 + sin® 0d¢?)

m fiir nicht-singuldre Metrik muss gelten
S(r)~rmitr—20
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Motivation der Robertson-Walker Metrik

Betrachte x — 0. Es gilt siny = 7.

EF ~ EF' =~ S(2r)y
~ S(r)p
= [/~ = 5(2r)/25(r)

AC = ~S(r+x) = AB+ BC
~vS(r — x) + B5(x)

S(r+x)—S(r—x)=0/v5(x)
S(r+x)—S(r—x) _ 5(2r) S(x)
2x 25(r)  x
lim = df _ >(2r)
x—0  dr  25(r)
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Motivation der Robertson-Walker Metrik

m Einzige Losung von dS/dr = 5(2r)/25(r)
mit S(r) ~ r wenn r — 0 sind r, sin(r),
sinh(r).

m Daraus folgt: ds® =
—c2dt? +a%(t)[dr?+S?(r)(d6?+sin? d6?)]
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m B. Ryden: Introduction to Cosmology, Pearson Education.
m A. Liddle: An Introduction to Modern Cosmology, Wiley.

m M. Trodden, S. M. Carroll: The TASI Lectures: Introdcution
to Cosmology.
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